1. Основные определения теории вероятностей

http://pt.sleepgate.ru
(включая теоремы сложения и умножения, исключая ФПВ и ФБ)
2. Случайные величины и их характеристики
Случайной величиной X называется величина, которая принимает заранее неизвестное значение из некоторого множества 
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. Если это множество является счетным, то случайную величину называют дискретной; иначе ее называют непрерывной.

Законом распределения называют связь между возможными значениями случайной величины и соответствующими вероятностями. Наиболее общей формой закона распределения является функция распределения – вероятность того, что случайная величина X примет значение, меньшее заданного x:

	

.
	(1)


Функция распределения – неотрицательная неубывающая функция, изменяющаяся от 0 до 1:

	

, 

.
	(2)


Вероятность попадания случайной величины на данный полуоткрытый интервал 

 равна 

.

Случайные величины называют независимыми, если значение, которое принимает любая из них, не сказывается на законах распределения остальных.

Ряд распределения дискретной случайной величины – это множество пар 

 ее значений xi и соответствующих им вероятностей pi. Графическое изображение ряда распределения называют многоугольником распределения. Функция распределения дискретной случайной величины является «ступенчатой»: она постоянна всюду за исключением счетного множества точек.
Значения непрерывной случайной величины нельзя перенумеровать, поэтому такую случайную величину нельзя характеризовать рядом распределения; каждое отдельное значение непрерывной случайной величины имеет нулевую вероятность.

Для описания непрерывной случайной величины привлекают плотность вероятности – производную от функции распределения:



.

График плотности вероятности называют кривой распределения.

Так как функция распределения неубывающая, то плотность вероятности оказывается неотрицательной.

По известной плотности функцию распределения можно найти как интеграл


.

Предельные значения функции распределения при 

 равны 1 и 0, поэтому:



.

Последнее соотношение называют условием нормировки.

Вероятность попадания случайной величины на данный интервал:



.

Когда использование функции распределения оказывается избыточным, для описания случайной величины привлекают числовые характеристики. Важнейшими среди них являются начальные и центральные моменты.

Начальный момент порядка s дискретной случайной величины X находится как сумма:



.

В последнем соотношении суммирование распространяется на все возможные значения случайной величины. Если случайная величина X распределена непрерывно, то ее начальный момент порядка s может быть найден как интеграл:



,

где 

 – плотность вероятности.

Центральный момент порядка s дискретной случайной величины находится как сумма:



.

Для непрерывной случайной величины:



.

Важнейшими моментами являются первый начальный и второй центральный. Они имеют специальные названия.

Математическим ожиданием случайной величины называют ее первый начальный момент:

M[X]=1.
Математическое ожидание характеризует положение «центра» распределения.

Дисперсией (или рассеянием) случайной величины называют ее второй центральный момент:

D[X]=2.
С дисперсией связано стандартное отклонение (иначе, среднее квадратичное отклонение): 

 – характеристика, размерность которой совпадает с размерностью случайной величины.

Дисперсия характеризует степень выраженности «хвостов» распределения; иначе – она характеризует вероятность появления значений, удаленных от математического ожидания.

Справедливы свойства:

1. Математическое ожидание суммы независимых случайных величин равно сумме их математических ожиданий.

2. Математическое ожидание произведения независимых случайных величин равно произведению их математических ожиданий
3. Постоянный множитель можно выносить за знак математического ожидания.

4. Дисперсия суммы двух случайных величин равна сумме их дисперсий; как следствие, дисперсия случайной величины не измениться при сложении ее с неслучайной величиной (константой).

5. Постоянный множитель можно выносить за знак дисперсии, возводя его в квадрат.
Определения моментов предполагают, что соответствующие суммы и интегралы существуют. Однако с увеличением порядка момента сходимость сумм и интегралов ухудшается; поэтому некоторые случайные величины не имеют не только дисперсии, но даже математического ожидания. По указанной причине следует избегать использования моментов высших порядков и связанных с ними величин (асимметрии и эксцесса).

Функция распределения есть вероятность события 
[image: image2.wmf]x

X

<

. На практике вместо задачи отыскания вероятности может возникнуть обратная задача: для данной вероятности p события 
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 найти значение xp случайной величины. Соответствующее значение xp называется p-квантилью (или процентной точкой) и может быть найдено как решение уравнения:



;
таким образом, квантиль – это значение функции, обратной к функции распределения.

Важнейшей квантилью является медиана x1/2: значение случайной величины, для которого события 
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 равновероятны:



.

Медиана, как и математическое ожидание, характеризует положение «центра» распределения. Для этой же цели привлекают еще одну характеристику: моду. Модой дискретной случайной величины называют ее наиболее вероятное значение; для непрерывной случайной величины мода определяется как положение единственного максимума плотности вероятности. Если максимумов плотности (или отличающихся по вероятности в положительном направлении) значений несколько, то распределение называют многомодальным и считают что моды оно не имеет.
Числовые характеристики случайной величины сами являются неслучайными величинами.

3. Нормальный закон распределения
Встречающиеся на практике случайные величины (в частности, ошибки измерений) часто являются суммой большого числа независимых случайных слагаемых (закон распределения которых произволен), причем влияние каждого отдельного слагаемого на всю сумму пренебрежимо мало. Можно доказать, что плотность вероятности такой суммы имеет вид



,
где m и  – константы. Про случайную величину с указанной плотностью говорят, что она подчинена нормальному закону. 

Входящие в выражение для плотности нормального закона числовые характеристики m и  являются математическим ожиданием и стандартным отклонением случайной величины. При m = 0 и = 1 распределение 
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 называют стандартным (или нормированным) нормальным распределением.

Нормальной кривой (или кривой Гаусса) называется график плотности вероятности нормального распределения. Нормальная кривая симметрична относительно прямой x=m; для нормального распределения медиана совпадает с математическим ожиданием. Максимальное значение плотности также достигается в точке x=m, поэтому мода нормального распределения совпадает с математическим ожиданием и медианой. По мере удаления от точки x=m плотность быстро уменьшается и при 

 асимптотически приближается к нулю.

При изменении математического ожидания m нормальная кривая смещается вдоль оси абсцисс, не изменяя своей формы. При уменьшении  кривая становится более «островершинной», сжимаясь вдоль оси абсцисс; при увеличении  кривая становится более «пологой»
Функция нормального распределения
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является неэлементарной. На практике при необходимости отыскания вероятностей нормально распределенной случайной величины используют функцию Лапласа
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связанную с функцией 
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 соотношением


[image: image10.wmf](

)

2

1

,

,

*

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

s

-

F

=

s

F

m

x

x

m


В частности, вероятность попадания нормально распределенной случайной величины на данный интервал
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