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§ 18. Анализ моделей, линейных по параметрам
9

1. Основные понятия теории эксперимента

Ранее, исходя из весьма общих предположений о характере ошибок измерений, для вектора B параметров линейной по параметрам модели было получено соотношение
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где X – матрица базисных функций, 
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 – матрица моментов, 
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 – матрица ошибок (ковариационная матрица). Ответ на вопрос о взаимосвязи значений входной переменной xu со статистическими свойствами оценок параметров модели можно дать на основе анализа матрицы ошибок. Последняя зависит как от значений входной переменной, так и от вида модели.

В рамках регрессионного анализа определяются методы поиска и последующей оценки статистической значимости параметров экспериментально-статистической модели.

Вопрос об оптимальном выборе значений входной переменной решается в рамках математической теории эксперимента – дисциплины, основная цель методов которой заключается в извлечении максимального количества объективной информации о влиянии факторов на исследуемый процесс при помощи наименьшего числа наблюдений. В рамках теории эксперимента определяются следующие основные понятия.

Координатное пространство, переменными в котором являются варьируемые факторы X1, X2, …, Xk, называют факторным пространством. Число k варьируемых факторов называют размерностью факторного пространства. Каждому из N экспериментов соответствует определенная точка факторного пространства; понятия «эксперимент», «точка факторного пространства» и «экспериментальная точка» являются тождественными.

График экспериментально-статистической модели, представляющий собой геометрический образ в 
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-мерном пространстве, называют поверхностью отклика.

Весь диапазон изменения входной переменной Xi, 
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, называют размахом варьирования, а половину этого диапазона
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называют интервалом варьирования. Значения входной переменной называют уровнями варьирования. Середина диапазона варьирования
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называется основным уровнем фактора.

Планом эксперимента называют число и способ размещения экспериментальных точек в факторном пространстве. Матрицей плана называют матрицу размера Nxk (где N – число экспериментов, k – размерность факторного пространства), в строках которой находятся координаты экспериментальных точек. Для большинства моделей матрица плана является подматрицей матрицы базисных функций.

Удобство построения, статистического анализа и последующей интерпретации моделей увеличивается при переходе от исходных действующих переменных (называемых натуральными) к безразмерным нормализованным переменным
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Целесообразность этой операции с точки зрения последующей интерпретации результатов регрессионного анализа определяется как минимум возможностью последующего сравнения параметров модели.

Пусть, например, оценивается влияние двух факторов – времени тепловой обработки X1 и массы
 модификатора X2 – на прочность R полимерного связующего (получаемого совмещением олигомера и наполнителя). Каждый из факторов варьируется на двух уровнях. План эксперимента образован четырьмя точками (первые два столбца табл. 1.1).

Таблица 1.1
	X1, ч.
	X2, кг.
	R, МПа

	2
	1·10–5
	121

	2
	2·10–5
	129

	4
	1·10–5
	148

	4
	2·10–5
	154


Для прочности выбрана линейная двухфакторная ЭС-модель
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Применение соотношения (1) дает: 
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Значение коэффициента при массе модификатора X2 на пять порядков превышает значение коэффициента при времени тепловой обработки X1. Однако заключение о преимущественном влиянии массы модификатора на прочность будет ошибочным уже только по причине того, что коэффициенты вообще нельзя сравнивать – они имеют различные единицы измерения! Более того, даже при совпадении единиц измерения анализ влияния факторов на прочность нельзя сделать на основании сравнений значений коэффициентов модели – дело в резком различии порядков действующих переменных.

Перейдем к нормализованным переменным. Основные уровни:
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Интервалы варьирования действующих переменных:
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План эксперимента в нормализованном факторном пространстве (иначе – план эксперимента в кодовом выражении) и соответствующие значения отклика приведены в табл. 1.2.

Таблица 1.2
	x1
	x2
	R, МПа

	–1
	–1
	121

	–1
	1
	129

	1
	–1
	148

	1
	1
	154


ЭС-модель прочности по форме остается неизменной:
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Оценки параметров: 
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 МПа; их значения указывают на доминирующее влияние времени тепловой обработки.

В последнем примере ковариационная матрица исходного плана
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не является матрицей специального вида. Это свидетельствует, во-первых, о различной точности определения параметров модели (оценки их дисперсий различаются на 11 порядков) и, во-вторых, о коррелированности коэффициентов друг с другом (об этом говорит отличие от нуля внедиагональных элементов матрицы ошибок). Для той же модели в нормализованном факторном пространстве матрица ошибок является диагональной:
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и плану эксперимента не присущи указанные недостатки.

2. О выборе планов эксперимента

Активный эксперимент подразумевает определенную свободу выбора значений входных переменных. В рамках математической теории эксперимента выработаны рекомендации, позволяющие для данной ЭС-модели выбрать уровни варьируемых факторов так, чтобы обеспечить выполнение тех или иных свойств плана эксперимента – сделать эксперимент в определенном смысле оптимальным. Вновь отметим, что вопрос оптимальности плана существенно зависит от общего вида ЭС-модели и может решаться только после выбора модели.

Пусть ЭС-модель содержит L неизвестных параметров; тогда для их определения требуется, чтобы матрица плана содержала как минимум 
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 различных строк. Подобные планы называют насыщенными. Если модель построена по насыщенному плану, то статистический анализ соответствия модели и экспериментальных данных без привлечения дополнительной информации (опытов в т.н. контрольных точках) выполнить невозможно.

Критерии оптимальности плана можно разделить на две группы – критерии, связанные с дисперсией оценок параметров и критерии, связанные с дисперсией предсказанных значений отклика. Среди критериев первой группы важным является критерий ортогональности; среди критериев второй – критерий ротатабельности.

Характеристики плана эксперимента определяются входящей в соотношение (1) ковариационной матрицей – матричным аналогом дисперсии. Записанная в безразмерных нормализованных переменных матрица плана не зависит от содержательной стороны исследования. Поэтому выбор плана эксперимента – это задача построения такой матрицы плана, для которой соответствующая ковариационная матрица (не зависящая от результатов эксперимента, но зависящая от выбранной ЭС-модели)
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обладала бы определенными свойствами.

Ковариационная матрица D определяет не только численные значения параметров модели, но и точность оценки этих параметров. Диагональные элементы матрицы определяют дисперсии оценок параметров
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где 
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 – дисперсия эксперимента
 (дисперсия воспроизводимости). Если все диагональные элементы равны между собой, то точность оценки всех параметров будет одинакова.

Внедиагональные элементы определяют ковариацию (т.е. взаимное влияние) параметров. Если все внедиагональные элементы равны нулю, то параметры модели определяются независимо друг от друга; соответствующие планы эксперимента называют ортогональными.

Условием ортогональности плана является ортогональность столбцов его матрицы базисных функций – скалярное произведение двух любых различных столбцов этой матрицы должно быть нулевым:
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Примером ортогонального плана для линейной k-факторной модели является план полного факторного эксперимента (ПФЭ) 2k. Экспериментальные точки ПФЭ 2k расположены в вершинах k-мерного гиперкуба с центром в начале координат и длиной ребра, равной 2. Например, для двух факторов матрица плана 22 имеет вид
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И матрица моментов, и ковариационная матрица этого плана для линейной модели
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являются диагональными
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и свидетельствуют об ортогональности плана.

Критерием, на основании которого может быть сделан вывод о количестве информации, содержащейся в предсказанном значении отклика, является связанная с ковариационной матрицей D информационная функция плана эксперимента:
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где xp – вектор-столбец, образованный значениями базисных функций в соответствующей точке факторного пространства:
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Выражение

	
[image: image36.wmf]d

p

T

p

=

x

Dx


	(2.3)


называют нормализованной неопределенностью.

Если значение информационной функции (2.2) зависит только от расстояния между точкой x и центром исследуемой факторной области (для планов в безразмерных нормализованных переменных это, как правило, начало координат), то план эксперимента называют ротатабельным.

Например, для рассмотренного выше плана полного факторного эксперимента 22 имеем
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где 
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 – расстояние от начала координат то точки 
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. Информационная функция радиально-симметрична, и план 22 для линейной модели является ротатабельным.

Нетрудно проверить, что свойство ротатабельности плана 22 сохраняется при его повороте вокруг начала координат. Так, план
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полученный из 22 поворотом на угол 
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, имеет ковариационную матрицу
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Совпадение этой матрицы с ковариационной матрицей плана 22 свидетельствует о том, что свойства этих планов эксперимента полностью одинаковы. Тем не менее, простые соображения о требуемом диапазоне варьирования факторов свидетельствуют о преимуществе плана полного факторного эксперимента 22: для плана (2.4) размах варьирования увеличен в 
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 раз по сравнению с исходным планом (2.1).

Очевидно, что в случае вырожденности матрицы моментов ковариационную матрицу (и оценки параметров) найти невозможно. Уменьшение абсолютной величины определителя матрицы моментов
 сопровождается возрастанием абсолютных величин элементов ковариационной матрицы и увеличением ошибок определения коэффициентов модели
.
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Рис. 2.1
Вырожденность матрицы моментов имеет место тогда, когда при выбранном плане эксперимента «базисные» функции ЭС - модели на самом деле таковыми не являются (столбцы матрицы базисных функций линейно зависимы). Этот случай можно проиллюстрировать на примере пятиточечного плана эксперимента с матрицей
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план изображен на рис. 2.1.

На первый взгляд задача построения квадратичной ЭС - модели
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по результатам эксперимента в соответствии с планом на рис. 2.1 должна решаться однозначно. Действительно, данная задача состоит в минимизации суммы квадратов отклонений экспериментальных точек 
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 от эллиптического параболоида. Три параметра определяются по результатам экспериментов, выполненных в пяти различных точках. Однако для выбранных плана и модели матрица базисных функций
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содержит два совпадающих столбца, и матрица моментов
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оказывается вырожденной!

Дальнейший анализ содержания задачи позволяет выявить ее неопределенность. Равенство двух последних столбцов матрицы базисных функций приводит к тому, что значение модели в каждой из экспериментальных точек определяется уровнем только одной из переменных (говорят, что в данном случае имеет место смешанная оценка):
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Поэтому если для двух моделей
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выполнено
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то значения этих моделей в каждой из пяти точек плана на рис. 2.1 будут одинаковы.

[image: image56.wmf]1

x

1

x

2

2

3

4

5


Рис. 2.2.
Интересно, что уже простой разворот плана на угол 
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 вокруг начала координат (рис. 2.2) решает проблему вырожденности матрицы моментов. Столбцы матрицы базисных функций
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полученного плана линейно независимы, поэтому матрица моментов
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вырожденной не является. Ковариационная матрица существует и равна


[image: image60.wmf]D

=

-

-

-

-

æ

è

ç

ç

ç

ö

ø

÷

÷

÷

1

1

2

1

2

1

2

3

8

1

4

1

2

1

4

3

8

.

Полученный план не является ортогональным. Очевидно также, что он не может быть ротатабельным. Действительно,
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Ни нормализованная неопределенность d, ни информационная функция (рис. 2.3) не являются радиально-симметричными.
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Рис. 2.3. Информационная функция плана на рис. 2.2
�	Заметим, что в подобных технологических задачах выбирать в качестве входной переменной массу не принято; варьированию подвергаются массовые или объемные доли компонент. Однако суть примера полнее раскрывается именно в такой формулировке.


�	См. соотношение � REF _Ref121620983 \h ��(3.1)�.


�	Точнее, ухудшение ее обусловленности.


�	Существуют методы, позволяющие в некотором смысле получить «решение» системы линейных уравнений даже тогда, когда системы несовместна или неопределенна. В частности, методы, основанные на сингулярном разложении матрицы коэффициентов, позволяют получить «решение» именно в смысле метода наименьших квадратов. Однако применение данных (весьма сложных!) методов вряд ли оправдано – близость матрицы моментов к вырожденности свидетельствует только о некорректном выборе плана и/или вида ЭС-модели.
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